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Calcul Géométrique Réglé. 

Par René de Saussure. 



Dans un article précédent, intitulé "Etude de géométrie cinématique réglée,"* 
j'ai montré comment l'on peut étudier la géométrie de la droite en considérant 
l'espace réglé comme la représentation de la surface ponctuelle d'une sphère 
imaginaire de rayon i—s/ — 1. La méthode exposée dans cet article était pure- 
ment géométrique, c'est-à-dire d'un emploi relativement restreint ; je me propose 
de reprendre le même sujet au point de vue analytique, ce qui m'amènera à 
établir les règles d'un nouveau calcul géométrique et à en montrer les principales 
applications.f 

Je diviserai le sujet en cinq parties: 

1°. — Bigles de Calcul. 

Rappelons d'abord en peu de mots le principe qui nous a servi de base pour 
l'étude géométrique de l'espace réglé ; on considère une sphère imaginaire fon- 
damentale de rayon * et l'on fait correspondre à chaque point de sa surface une 
droite réelle de l'espace, ce qui est possible, puisqu'une surface imaginaire contient 
une quadruple infinité de points ; il en résulte qu'à toute figure composée de 
points sur la sphère correspond une figure composée de droites dans l'espace et 
s'il existe certaines relations entre les points de la figure sphérique, les mêmes 
relations existeront entre les droites de l'espace, de sorte que l'on peut déduire 
la géométrie réglée de la géométrie sphérique. 

En effet, deux droites A et B dans l'espace déterminent une grandeur com- 
plexe de la forme P -f- QI, P étant la plus courte distance des deux droites, Q 
leur angle et I un symbole unité; cette grandeur complexe que nous avons 

* Voir vol. XVIII, No. 4. 

fLes premiers principes de ce calcul ont été exposés dans les Comptes Rendus (Séances du 9 et du 
16 Novembre 1896). 
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330 Saussure: Calcul Géométrique Réglé. 

appelée distangle des droites A et B (par abréviation pour distance-angle), corres- 
pond sur la sphère à la longueur p + qi de l'arc de grand cercle imaginaire 
déterminé par deux points a et 6. L'arc p-\-qi est la mesure linéaire de la 

distance des points a et b, tandis que l'expression P\Q est la mesure angulaire 

de cette même distance, puisque * est le rayon de la sphère ; on doit donc con- 
sidérer le distangle P + Ql formé par deux droites A et B comme la mesure 
linéaire de l'intervalle compris entre ces droites, tandis qu'on prendra pour 

mesure angulaire du même intervalle l'expression — — , qui est bien homo- 
gène et de degré nul, si l'on regarde le symbole I" comme l'équivalent d'une 
longueur. Cette mesure angulaire, que nous avons nommée codistangle, sera 
désignée par le symbole (AB) , de sorte qu'on a par définition : 

(AB) — j — . 

Le codistangle est la grandeur fondamentale de l'espace réglé, comme l'angle est 
celle de la géométrie sphérique; mais, pour qu'il y ait parfaite identité entre la 
géométrie réglée et la géométrie sur une sphère imaginaire, il est nécessaire de 
soumettre les codistangles à des règles de calcul s'écartant un peu des règles 
ordinaires, parce que la constitution de l'espace réglé n'est pas absolument iden- 
tique à celle de la sphère imaginaire ainsi que nous le verrons bientôt. 

Lorsqu'on opère avec des angles imaginaires de la forme P . ° ■ , on traite 

le symbole i comme une lettre ordinaire et l'on pose * 2 = — 1, de sorte que le 
résultat est toujours réductible à un angle de la même forme. Si l'on opère 
avec des codistangles, rien n'autorise à poser P = — 1 , mais on peut présumer 
que toute fonction d'un codistangle sera un nouveau codistangle : 

w ( x l + Ix% \ _ #1 + Iy% 
\ T~)~ 7 * 

as x et y x étant des longueurs, x 2 et y % des angles. Cette équation complexe doit 
être équivalente à deux équations ordinaires entre les quantités x x , y x , x % , y^\ on 
a en effet, d'après la formule de Taylor : 

F (^+J^) = f^ + Jfy = F(xz) + J*u dFgù + etc 



c'est-à-dire 
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F f Xl + lx % \ _ d^__ j_ etc 

Le premier terme du second membre est précisément un codistangle de la forme 
V\ ~t~ Vî . jj n 'y a p ag y{qxx (j e s'occuper des autres termes du développement, car 

ces termes sont d'une nature essentiellement différente et irréductible, puisqu'ils 
contiennent des puissances de 2" au dénominateur. On rejettera donc ces termes 
comme n'ayant pas de sens dans l'équation. C'est ainsi qu'on aura : 



• ( x i + ^ x z\ x i cos x % + Isin x z 

sm (^— j— ; j . 

fx x + Ix 2 \ — Xx sin x" 2 + 1 cos x 2 

cos {—f—J j 

, t . — ^ h /tang x 2 

tang ( gk + Jara ) = C ° S ^ j • 



(1) 
(2) 
(3) 



En résumé, on voit que le symbole I peut être traité comme une lettre ordi- 
naire dans tous les calculs, pourvu qu'après chaque opération, l'on supprime les 
termes qui ne représentent pas des codistangles. Les règles fondamentales de 
calcul seront donc les suivantes : 



«i + I<h i h + Ih — (gi + ftQ + jXgg + 6») 

j~ f j j — . 



/ fljj-^ y VHôA 



7 



(4) 






h + /è 2 



7 



( a x + Ia s \ m _ ma^- 1 + la? 

\ 7 ; j . 

, fx x -J- iirA dx, 4- Idx« 



(5) 
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Il est facile de voir qu'avec ces règles spéciales de calcul, toutes les formules 
ordinaires d'analyse subsistent, lorsque les lettres qui entrent dans la formule 

représentent des codistangles. Soit par exemple : a = 1 "~ a * , b = l 'l — 8 , 
etc., on vérifiera sans difficulté que : 



sin 2 a + cos 3 a = 1 , ( d sin x = cos x dx , 

_ , a? , a 4 . { 

cosa_l — yj -T-fi— etc -> ld(ab) = adb + bda 



et ainsi de suite. Il en résulte que toute relation entre les angles d'une figure 
sphérique subsistera aussi entre les codistangles de la figure correspondante dans 
l'espace réglé. C'est ainsi que la trigonométrie sphérique peut être généralisée 
de manière à constituer une trigonométrie de l'espace réglé. 

11°. — Trigonométrie réglée. 

Trois points x, y, z déterminent sur la sphère un triangle sphérique; trois 
droites X, Y, Z dans l'espace déterminent une figure que nous avons appelée 
tridistangïe. Les trois codistangles ( YZ) , (ZX) , (XY) , correspondent aux trois 
côtés du triangle sphérique. Si le triangle xyz est trirectangle, la figure corres- 
pondante XYZ sera un trièdre trirectangle, car les trois côtés d'un tel tridist- 
angïe sont bien égaux à — , puisque dans ce cas : 

( YZ) = (ZX) = (XY) = j-± = ^ . 

Si maintenant m est un point quelconque de la sphère, on sait que : 

cos a (mec) + cos 3 (rny) + cos 2 (rnz) = 1 . 

Cette formule de trigonométrie sphérique doit subsister dans l'espace réglé, c'est-à- 
dire que, si XYZ est un trièdre trirectangle (ou si l'on veut un système d'axes 
de coordonnées rectangulaires) et M une droite quelconque de l'espace, on doit 
avoir : 

cos 2 (MX) + cos 2 (MY) + cos 3 (MZ) = 1 . (6) 
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Cette relation constitue une formule de trigonométrie réglée et pour l'interpréter, 
il suffit d'identifier les deux membres après avoir ramené chacun d'eux à la 

forme normale — T " , au moyen des règles de calcul précédemment établies. 

Soient donc a lf /3 X , y t , les plus courtes distances et a a , @ 2) y % , les angles compris 
entre la droite If et chacun des axes X, F, Z; la formule devient: 

cos 3 ( a ' + /as ) + cos* ( ft + ffl» ) + cos 3 ( £ + J y» ) = 1 , 

ou plus simplement : 

2 cos 3 ( ai + /a3 ) = 1 . 

La formule (2) permet de mettre cette équation sous la forme : 

■^ r — ai sin q g + /cos af ? 1 

et en effectuant les carrés, d'après la formule (5) : 

— 2a! sin a 2 cos a a +7 cos 2 a 2 t -\- I 

7 T" 

On a donc, en identifiant les deux membres : 

f cos 2 a a + cos 2 /3 2 + cos 2 y 2 = 1 , 

lax sin 2a 2 + /? a sin 2/3 2 + y x sin 2y 2 = 0. 

C'est ainsi que toute formule de trigonométrie sphérique conduit à une formule 
identique de trigonométrie réglée, d'où l'on déduit deux formules : la première 
n'est pas autre chose que celle qui a servi de point de départ, parce qu'elle 
n'implique que la direction des droites ; mais la seconde est une formule nouvelle, 
qui établit une relation non-seulement entre les angles, mais aussi entre les 
distances des droites considérées dans l'espace. Les nouvelles formules que l'on 
obtient ainsi ont toujours une forme aussi simple et aussi symétrique que possible 
et il serait souvent difficile, ou en tout cas assez long de les établir par les 
méthodes ordinaires de la géométrie analytique. 

Nous n'avons considéré encore, soit dans les triangles sphériques soit dans 
les tridistangles, que trois éléments, savoir les trois côtés. La plupart des 
formules de trigonométrie sphérique contiennent en outre les angles compris 
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entre les côtés, mais on peut toujours remplacer ces angles par les côtés du 
triangle polaire. De même, tout tridistangle ABC contient, outre ses trois côtés 
(BG), (GA), (AB), trois éléments qui ne sont autre chose que les côtés du 
tridistangle polaire XYZ, formé par les trois perpendiculaires communes aux 
droites A, B et G prises deux à deux.* Toute relation entre les côtés et les 
angles d'un triangle sphérique, existant aussi entre les éléments correspondants 
d'un tridistangle, on aura par exemple : 

cos (BG) = cos (Cl) cos (25) + sin (Cl) sin (13) cos (TE) . 
En opérant comme précédemment, c'est-à-dire en posant : 

(BC) = a -^-\ (YZ) = œi + Ix > 

et permutant circulairement, on trouvera en identifiant les deux membres de la 
formule après les avoir ramenés à la forme normale : 

cos a 3 = cos b 2 cos c 2 + sin è 2 sin c a cos x % , 

ai sin a 2 = (b x — c x cos x s ) sin b 3 cos c a + (cj — b x cos a%) sin c 2 cos b z 

+ X! sin x t sin b % sin c 2 . 

Dans le cas particulier où le codistangle ( YZ) est égal à -~- , on dit que le 
tridistangle ABC est rectangle le long de la droite A ; pour que cela ait lieu, il 
faut que x v = et œ a = — - , c'est-à-dire que les trois droites Y, Z et A forment 
un trièdre trirectangle ; dans ce cas, on a simplement : 

cos (BG) = cos (Cl) cos (ÂB) , (7) 

c'est-à-dire : 

f cos a % = cos b % cos c g , 

\a x sin a 2 = b x sin b 2 cos c a -f- c x sin c 8 cos b 2 . 

Lorsque les droites A, B, G sont infiniment voisines l'une de l'autre, on peut 
développer les cosinus de la formule (7) en série et négliger les termes d'ordre 
supérieur, ce qui donne : 

d(BCf ~ d(CA) % + d(ABf. 

* Voir vol. XVIII, p. 811. 
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C'est le théorème de Pythagore pour l'espace réglé, théorème qui est équivalent 

aux deux relations : 

( da\ = db\ + dcl , 

l da x da 2 = db x db % + dc x dc % . 
Enfin dans tout tridistangle rectangle infinitésimal on aura aussi . 



sin 



cos 



( Vi + Iy % \ __ db x + Idh 2 ^ 
\ I J da x -f- Ida% ' 

( Vi + Iyz \ — dc\ ± lac* 
\ I / da x + Iday ' 

tang ^— -j j - d ^ + Mc ^ , 



(8) 



c'est-à-dire que par exemple le sinus du codistangle appuyé sur la droite B est 
égal au rapport du côté opposé {G A) à l'hypoténuse (BC), etc. La définition 
géométrique des fonctions circulaires est ainsi étendue aux fonctions trigono- 
mêtriques d'un codistangle. Du reste on tirerait aussi des formules (8), en effec- 
tuant les divisions dans les seconds membres : 



sin y % = 
< cos y t = 
tang^ = 



da 2 
dc % 
da % 
db % 
de. 



Vi cos y s = 



db x da % — da x db % 



da\ 



— 2/i sin y t 
cos 8 y % 



dc x da % — da x dc 2 

da% 
db x dc 2 — dc x db. à 

dcl 



IIP. — Géométrie réglée synthétique. 

Toutes les figures sphériques que nous considérons se composent de points et 
de lignes situés sur la surface même de la sphère fondamentale. Les figures 
réglées qui leur correspondent se composent donc de droites et de congruences de 
droites dans l'espace, car toute courbe sphérique imaginaire contient une double 
infinité de points. 

C'est ainsi que la congruence qui correspond à un grand cercle de la sphère 
et que nous avons appelée recticongruence, est formée de toutes les droites qui 
rencontrent une droite donnée P sous un angle droit ; la droite P est le pôle de 
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la congruence car elle fait avec une droite quelconque du lieu un codistangle 

° + 7 ir n 

égal à = = -x- . On voit que les recticongruences sont les géodêsiques 

de l'espace réglé. 

La congruence circulaire, c'est-à-dire celle qui correspond à un petit cercle de 
la sphère, est formée de toutes les droites tangentes à un cylindre de révolution 
et également inclinées sur les génératrices de celui-ci ; l'axe du cylindre est le 
pôle de la congruence, car le codistangle compris entre cet axe et une droite 
quelconque du lieu est constant. 

On définira de même la congruence elliptique comme le lieu des droites qui 
forment avec deux droites données, des codistangles dont la somme est constante, 
et ainsi de suite. Nous avons montré que toutes les congruences qui corres- 
pondent ainsi à des courbes sphériques, sont formées de normales à une surface 
développable ; ces congruences sont dites analytiques* Nous avons aussi défini 
la tangente à une congruence le long d'une de ses génératrices D, comme étant 
la recticongruence passant par D et par une génératrice infiniment voisine D' ; 
le pôle T de la tangente est donc la perpendiculaire commune à D et à D ; ce 
pôle est d'ailleurs le même quelle que soit la génératrice voisine que l'on con- 
sidère, pourvu que la congruence soit analytique. De même, la normale à la 
congruence le long de D est la recticongruence perpendiculaire à la tangente ; le 
pôle N de cette normale forme donc avec les droites D et T un trièdre trirect- 
angle. La congruence circulaire osculatrice le long de D est celle qui est déter- 
minée par D et deux autres génératrices voisines (n'appartenant pas à la même 
tangente). Le pôle K de cette congruence circulaire est situé sur la normale ; 
c'est l'axe de courbure de la congruence et le codistangle (KD) est le rayon de 
courbure. Enfin, étant données deux génératrices A et B d'une congruence 
analytique, on entend par arc AB la somme des codistangles élémentaires 
engendrés par une droite qui passerait de la position A à la position B sans 
quitter la congruence ; cette somme est indépendante du chemin suivi entre 
A et B. 

Les formules relatives aux arcs de courbes sphériques subsisteront évidem- 
ment pour les arcs de congruence. Ainsi par exemple, un arc de cercle s tracé 

* Voir vol. XVIII, p. 814. 
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sur la sphère avec un rayon angulaire r et correspondant à un angle au centre a, 

a pour valeur : 

s = a sinr. 

De même, si A et B sont deux génératrices d'une congruence circulaire dont le 
pôle est X (Fig. 1), le rayon de la congruence sera r = -ii — ? , r x étant le rayon 




Fia. 1. 



du cylindre focal et r % l'inclinaison de A ou B sur les génératrices de ce cylindre ; 
le codistangle au centre correspondant à l'arc AB sera a = 0l T. — 2 , «g étant 

l'angle formé par les normales au cylindre élevées aux points de contact des 
droites A et B et % le segment intercepté par ces normales sur l'axe du cylindre. 
Si donc une droite passe de la position A à la position B en restant tangente au 
cylindre et en faisant constamment le même angle avec les génératrices, la somme 



_ s i + 



/ 



des codistangles élémentaires engendrés par cette droite ne dépendra 



pas du chemin suivi et l'on aura comme sur la sphère : 

*+£ = (gx+jg,*) sin Qi + Ir^ t 

c'est-à-dire, en identifiant les deux membres : 

fs2 = o 3 sinr 3 , 

Uj = Oi sin r 2 + r x a % cos r z , 

valeurs que l'on peut vérifier en effectuant directement les sommes ^ et s 2 entre 
A et B. 

Le principe de dualité, si utile en géométrie sphérique, existe aussi dans 
l'espace réglé, car à toute propriété d'une figure composée de droites correspond 
une propriété corrélative de la figure polaire. Ainsi on sait qu'un quadrilatère 
45 
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sphérique est inscriptible dans un cercle lorsque la somme de deux angles 
opposés est égale à la somme des deux autres angles, et l'on en déduit au moyen 
de la figure polaire qu'un quadrilatère sphérique est circonscriptible lorsque la 
somme de deux côtés opposés est égale à la somme des deux autres côtés. 

De même, quatre droites A, B, C, D dans l'espace déterminent une figure 
ayant quatre côtés (À~B), (BG), (CD) et (252); si les droites P, Q, R, S qui 
forment les pôles de ces côtés satisfont à la condition : 

(SP) + (QR) = (PQ)+(ÏÏS), 

les droites A, B, C, D appartiendront à une même congruence circulaire, c'est-à- 
dire qu'il existera un cylindre de révolution tangent à ces quatre droites et dont 
l'axe est également incliné sur chacune d'elles. 
En posant : 

( SP) = sl+^, (F® = k+Ih t (QË ) = c ià T I^ > (M) = ^±3, 

la relation précédente devient : 

(a 1 + c 1 =b 1 + d\, 
la 2 + c 2 = b % -\-d % . 

Ainsi ces deux égalités expriment, soit que la figure ABCD est inscrite dans une 
congruence circulaire, soit que la figure PQRS est circonscrite à une congruence 
de même nature. 

Pour exprimer que quatre droites PQRS forment une figure inscriptible, on 
peut aussi se servir du théorème de Ptolémée (pour les quadrilatères sphériques) : 

*» (?) - (!) = * (f ) ^ (?) + - (?) ■* (?) ■ 

En posant: (PR) = gL+Jgg et (^-^l+J^ ce théorème fournit les deux 
relations suivantes entre les angles et les distances des quatre droites : 

sin ^L sin -§L = sin %- sin -3l + sin A. s in A. , 

2 2 2 2 2 2 



-l 



x x cos -~ sin -*£- -f- S'i cos « sm -jt — a i cos -^- sin ~^- 

+ &i cos -£. sin -jl. -f c x cos — - sin -^- + à\ cos -^ sin -£- 
2> & 2 2 2 2 
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Du reste il existe toujours entre quatre droites quelconques P, Q, R, S une 
relation identique à celle qui existe entre quatre points quelconques d'une 
sphère; en appelant a, {3, y, S, £, y\ les cosinus des quatre côtés (ÏSP), -(PQ), 
( QR) , (R15) et des deux diagonales ( QÎS) , (PR) , on a donc : 

a? + (P + f + 5 8 + f + y? — f n % — «Y — {?& 

— 2ot/?£ — 2yh£ — 2a&? - 2$y n + 2ay^ + 2j3h& + 2a(3yh = 1 . 

Cette équation complexe fournira deux relations entre les angles et les distances 
des droites. 

Pour faire passer une congruence circulaire par trois droites données 

75 I TJi 

A, B, G, il suffit d'en déterminer le rayon R= 1 — % - . Dans ce but, on 

pourra employer toute formule donnant le rayon du cercle circonscrit à un 
triangle sphérique ABG . On aura par exemple, en employant les mêmes nota- 
tions qu'en trigonométrie réglée : 

et l'on en déduit par la méthode ordinaire : 

f tangi? = tan ë^ a s) 
| 5 * cos(s 2 — as,)' 

i — £k — c cos (s, — tc 2 ) + (s 1 — jBi) tang (£ a 3 ) sin (s 3 — x,) 
R _ cos^ (j a 2 ) 

1 cos 8 (s g — x 3 ) + tang s (| a 2 ) 

Des surfaces réglées. Jusqu'ici, nous avons considéré la congruence, ou plus 
exactement la congruence analytique, comme la forme fondamentale de l'espace 
réglé. Mais la même méthode permettra d'étudier les surfaces réglées, en con- 
sidérant celles-ci comme parties constituantes de congruences analytiques. 

Deux génératrices voisines d'une surface réglée déterminent une recticon- 
gruence tangente à cette surface le long de la génératrice considérée ; la normale 
est la recticongruence perpendiculaire à la tangente ; trois génératrices infini- 
ment voisines déterminent la congruence circulaire osculatrice ; le pôle de cette 
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congruence est Yaxe de courbure de la. surface réglée et le codistangle compris 
entre cet axe et la génératrice en est le rayon de courbure. 

Etant donnée une surface réglée quelconque, il existe toujours une con- 
gruence analytique et une seule contenant cette surface.* De plus, les éléments 
de courbure, de contact, etc. d'une surface réglée sont les mêmes que ceux de la 
congruence analytique qui contient cette surface; ceci résulte de la définition 
même de ces éléments. 

Ainsi les formules de la géométrie sphérique s'appliqueront aux surfaces 
réglées aussi bien et même mieux qu'aux congruences, puisqu'il n'y a aucune 
restriction à faire sur la nature des surfaces réglées que l'on considère. 

Cherchons par exemple l'expression du rayon de courbure d'une surface 
réglée. Soient!?, D 1 , D" trois génératrices consécutives de la surface, X l'axe 
de courbure correspondant ; T et T' les pôles des tangentes relatives aux généra- 
trices D et D', c'est-à-dire que T est la perpendiculaire commune à D et D' et T 1 

la perpendiculaire à H et D". Le codistangle (DD) = ds= — ^—j — - est alors 

l'élément d'arc de la surface réglée ; ( TT) = da = — - — j ? est le codistangle de 

7*1 -f- Ira 
contingence et (DX) = r = — j — - , le rayon de courbure de la surface. On a 

donc, comme pour les courbes sphériques : 

. ds 

tangr= ^' 

on en effectuant les calculs et identifiant les deux membres : 

ds» 



tang r. 
r x = 



2 ~" do 2 ' 

ds 1 dcù 2 — da 1 ds% 
dal + ds% 



Ces valeurs de r x et de r % déterminent sur la normale la position de l'axe de 
courbure X. 



*Voir vol. XVIII, p. 334. 
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Les pôles T, T', etc. des tangentes forment une surface réglée réciproque ou 
polaire de la surface (D) ; cette surface polaire ( T) a même axe de courbure 
que (D) ; en appelant^ le paramètre de distribution de la surface (D) et n celui 

de la surface polaire (T), on aj) = -ji, n = -^- et l'on tire des équations 
précédentes la relation : 

p — n = r x (tang r z •+- cotang r 3 ) . 

Nous reparlerons des surfaces réglées après avoir défini les différents systèmes de 
coordonnées dans l'espace réglé. 



IV°. — Géométrie analytique réglée. 

On définira la position d'une droite dans l'espace, comme celle d'un point de 
la sphère imaginaire, au moyen de deux coordonnées complexes. 

1°. Coordonnées polaires. On se donne le pôle X d'une recticongruence fixe 
et l'on prend comme droite origine O une certaine génératrice de cette congru- 
ence (Fig. 2). La position d'une droite quelconque M sera définie si l'on définit 




Fia. 2. 
d'abord la position de la droite P (perpendiculaire commune à O et à M ) , au 
moyen du codistangle {PX) = a = Ml ~ " 2 ; ensuite la position de la droite 
M dans la recticongruence dont le pôle est P, au moyen du codistangle 

Ce système correspond aux coordonnées polaires sur la sphère, car (OM) = p 
n'est pas autre chose que la colatitude de la droite M et (PX) = o est bien la 
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longitude, puisque ce codistangle mesure l'inclinaison des congruences P et X 
l'une sur l'autre. L'équation p = const. représente une congruence circulaire 
dont le pôle est 0, c'est-à-dire un parallèle de l'espace réglé, tandis que a =■ const. 
représente un méridien. 

Toute relation entre p et a représente une congruence analytique et cette 
relation est identique à l'équation en coordonnées polaires de la courbe sphérique 
correspondante. 

2°. Coordonnées tripolaires. On définit souvent la position d'un point m 
sur une sphère au moyen des distances sphériques de ce point à trois points fixes 
x, y, z, formant un triangle trirectangle ; ces trois coordonnées a, /?, y du point 
m ne sont pas indépendantes et l'on a : cos 3 a + cos 2 (3 + cos 3 y = 1 . Pour 
trouver la position du point m lorsqu'on connaît ses coordonnées, on décrit des 
cercles ayant respectivement pour pôles les points x, y, z et pour rayons les arcs 
a, (3, y ; ces trois cercles ont un seul point commun. 

On peut définir de même la position d'une droite M dans l'espace, au moyen 
des codistangles compris entre cette droite et trois axes fixes X, Y, Z formant 
un trièdre trirectangle. Les coordonnées tripolaires de la droite M sont ainsi : 

(MX) = a = ^j^-\ 
(MY) = (3= P 1+ I I(3 \ 
(MZ)=y = ^±^ 

et l'on a encore : cos s a + cos 2 /3 + cos 2 y = 1 . 

Pour trouver la position de la droite M lorsqu'on connaît ses coordonnées 
tripolaires, on décrira des congruences circulaires ayant respectivement pour 
pôles les droites X, Y, Z et pour rayons les codistangles a, /?, y ; ces trois con- 
gruences ont une seule droite commune. Il est donc nécessaire de savoir déter- 
miner géométriquement l'intersection de deux congruences circulaires dont on 
se donne les pôles X, F et les rayons a, (3 : on décrit autour de la droite X un 
cylindre de rayon «j et autour de la droite F, un cylindre de rayon @ x ; la droite 
cherchée M devra être tangente à ces deux cylindres ; de plus, elle doit faire 
avec X un angle égal à a 2 et avec F, un angle égal à /? 3 ; la direction de M est 
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ainsi déterminée par l'intersection de deux cônes de même sommet dont les axes 
sont respectivement parallèles à X et à F et dont les génératrices font avec ces 
axes les angles a 2 et /3 2 • On mènera donc à chacun des deux cylindres un plan 
tangent parallèle à la direction trouvée et l'intersection de ces deux plans sera la 
droite cherchée M ; il y a en général deux solutions. 

Comme exemple de ce genre de coordonnées, cherchons la valeur de la plus 
courte distance Y x et de l'angle V 2 compris entre deux droites M et M' dont les 

coordonnées tripolaires sont a, /3, y et a', /?', y'. En posant — î — = 2 = V, on 

aura, comme pour la distance de deux points sur la sphère : 

cos F= cos a cos a' + cos /? cos /3' + cos y cos y', 

ou plus simplement : 

cos V= X cos a cos a'. 

En ramenant chaque membre de cette équation à la forme normale et identi- 
fiant, on aura : 

f cos T 3 = X cos a 2 cos a 2 , 

l V l sin V 2 = X («i sin a 2 cos «g -f- «{ sin a 2 cos a 2 ) , 

équations qui déterminent V l et F 2 . On voit que la condition nécessaire et suffi- 
sante pour que les droites if et M' se rencontrent est V 1 sin V z = 0, c'est-à-dire : 

X (ai sin a 2 cos a 2 + «i sin a 2 cos a 2 ) = . 

Lorsque les droites if et M' sont infiniment voisines on peut poser : a' = a + da, 
etc. ; on a alors, en négligeant les quantités d'ordre supérieur : 

d F 2 = X cos 2 a . da 2 
et l'on en tire : 

f d Y% = S cos 2 a 3 . rfaf, 

\dY x .dV % — X (cos a 3 eZa! — ai sin a 2 e?a 2 ) cos a 2 c£a 2 • 

Si les coordonnées ai, &, yi et a 2 , /3 2 , y 2 sont fonctions d'un même paramètre, 
la droite M décrira une surface réglée et la condition pour que cette surface soit 
développable sera exprimée par l'équation : dV x dV 2 = ou : 

X (cos a 2 da,! — ai sin a 2 da. z ) cos a 3 da % = . 
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L'expression du codistangle de deux droites en coordonnées tripolaires, montre 
aussi que l'équation d'une congruence circulaire de rayon r, dont le pôle a pour 
coordonnées a, b, c, est: 

cos a cos a +■ cos b cos /3 -f- cos c cos y = c °s r, 

a, fi, y étant les coordonnées courantes. 

3°. Coordonnées cartésiennes. La position d'un point sur la sphère peut aussi 
être rapportée à deux grands cercles fixes qui se coupent à angle droit et qui 
sont les axes de coordonnées (Fig. 3). 




Fia. 3. 



Soit x le pôle du grand cercle yz et y celui du grand cercle xz ; le point z 
est l'origine des coordonnées. Etant donné un point quelconque m sur la sphère, 
on trace les grand cercles ym et xm qui interceptent sur les axes de coordonnées 
les arcs za et zb ; les tangentes de ces arcs servent de coordonnées au point m . 
On posera donc : 

tang (za) = £ , tang (zb) = y; . 



Réciproquement, £ et v\ étant donnés, les arcs za et zb sont connus et la position 
du point m se trouve sans difficulté. Toute relation linéaire entre £ et v; repré- 
sente un grand cercle de la sphère ; en particulier, l'équation : 



g— a 



yj Y[ 



ni ' 



représentera le grand cercle passant par les deux points (£', »/) et (£", yj") . Toute 
équation du second degré entre £ et yj représente une conique sphérique et en 
général, on dira qu'une courbe sphérique est de degré ni lorsque son équation en 
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£ et 57 est de degré m ; ceci revient à dire qu'une courbe sphérique est de degré 
m lorsqu'elle est coupée en m points par un grand cercle quelconque ou encore 
lorsqu'elle peut être considérée comme l'intersection de la sphère avec un cône 
concentrique de degré m. 

De même, considérons dans l'espace trois droites fixes X, Y, Z formant un 
trièdre trirectangle : les recticongruences X et Y joueront le rôle d'axes de 
coordonnées et se couperont suivant la droite Z, qui est ainsi la droite origine 
(Pig. 4). 




Fia. 4. 



Etant donnée une droite quelconque M, on construira la droite P qui 
mesure la plus courte distance de if à F et par le point de rencontre de P et de 
Y, on mènera une droite A normale au plan PY; cette droite A est la droite 
d'intersection des recticongruences (ZX) et (MY). On construira de même la 
droite B intersection des congruences (ZY) et (MX); les coordonnées de la 
droite M seront alors : 

^ = lL+^? =tang( ^ )) 
>7= '7l+J^ =tang( ^- ) . 



Réciproquement, £ et y/ étant donnés, on peut déterminer la position des droites 
A et B ; il suffit pour cela de trouver la valeur des codistangles : 



t"!T%\ a l "T* 1°" 



TO _ ?_ h + Ih 



(ZA) = a - * ^ 8 et (ZB) = b = ^j 
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Or on a par définition : £ = tang a, c'est-à-dire : 

• y _ a l /- a 2 = tang" 1 £,, 

51 cos 2 a 2 ' ou: ^ _ & 



£ a = tanga 2 , (. 1 + g. 



2 



et des valeurs analogues pour \ et S 2 . Les droites A et JS étant connues, les 
droites _P et Q le sont aussi ; la droite cherchée M est alors la perpendiculaire 
commune à P et à Q. 

Toute équation linéaire: A% -f- Biq •+- G = , où J., JB, C sont des con- 
stantes de la forme l_ HL-f , représentera une recticongruence dont le pôle a pour 

-4 -B 

coordonnées — ^ et — ^ ' . Soient par exemple deux droites M 1 et M" de coordon- 

nées (£', »/) e ^ (£" V) > on demande les coordonnées de leur perpendiculaire com- 
mune N; la recticongruence (M' M") a pour équation : 

g — g _ *7-^ 

£'— £"~V— V" 

ou : (>/ — »/') £-(£' — £") >7 + (£V — £V) = 

et son pôle qui a pour coordonnées : 

n'-n" pt £'-£" 

est la droite cherchée iV". 

Toute relation de la forme /(£, »?) = représente une congruence analytique 
dont le degré sera égal à celui de la fonction / et la recticongruence tangente le 
long de la droite (£', vf) a pour équation : 

Seconde définition de la congruence analytique : 

Quel que soit le système de coordonnées employé, toute équation y\ = F(Ç) 
entre les deux coordonnées d'une droite représente une congruence, car cette 
équation équivant à deux relations entre les quatre quantités y] lt »? 2 , £ 1? £ 2 dont 
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dépend la position de la droite. Réciproquement, si l'on se donne a priori deux 
relations : 

la droite (£, 57) décrira une congruence, mais pour que j? soit fonction analytique 
de £, n = ^'(?), il faut que : 

{% = ■*! = &*"(*«). 

U =*; = *•(&), 

c'est-à-dire que les fonctions F l et F 2 doivent satisfaire aux conditions : 

dF 2 _ dF x _dF, 

Lorsque cela a lieu on dira que la congruence est analytique. Cette nou- 
velle définition de la congruence analytique est un peu moins générale que la 
définition géométrique donnée précédemment, car il n'est pas toujours possible de 
trouver une congruence contenant une surface réglée donnée et dont l'équation 

soit analytique. En effet, soient £ = ^ T ^ et rç = m "y ^ les deux coordon- 
nées d'une droite M; supposons que les quatre quantités £ 1? £ 2 , rç x , yi z soient fonc- 
tions d'un même paramètre a a ; 

La droite M décrit alors une surface réglée S; cherchons l'équation de la con- 
gruence analytique qui contient S. Soit «! un second paramètre arbitraire ; si 

l'on pose ai "*1 a% = a les deux équations : 

f£ = /*(«)> (9) 

représentent une congruence analytique, car en éliminant a on obtiendrait une 
relation entre les deux coordonnées £ et n. D'autre part, en désignant les 
dérivées par des accents, les équations (9) sont équivalentes aux quatre relations : 

£i = aijtf'(a 2 )> £3 = 1" («2)- »7i = «if»' («») 1 >?2 = p( a 2)> 
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qui représentent toujours une congruence, parce que les paramètres »! et a 2 sont 
indépendants. Mais si l'on fait dépendre a x de a 2 , les équations précédentes 
définiront une surface réglée appartenant à la congruence (9). Or pour que cette 
surface réglée soit précisément la surface S, il faudrait que l'on eut : 

(7,(a i ) = a 1 {i'(a z ), , 1Q . 

»v(a 8 ) = a 1 f/ (a,). 

Mais, comme on ne doit établir qu'une seule relation entre a x et a 2 , le problème 
n'est possible que si les équations (10) se réduisent à une seule, c'est-à-dire si 
l'on a : Xp' = v^i! on ce qui est la même chose : 

£1*72 — *7i<*Êj = 0. (11) 

Telle est la condition que la surface S doit remplir pour qu'elle fasse partie 
d'une congruence analytique. Lorsque cette condition est remplie, on dit que 
S est une surface réglée analytique ; dans ce cas, on obtient l'équation de la con- 
gruence analytique dont S fait partie en éliminant a entre les équations (9). 
L'une quelconque des équations (10) fait alors connaître la relation que l'on doit 
établir entre a x et a 2 pour que la droite M décrive dans la congruence la surface 
donnée S. 

L'équation (11) suppose que les dérivées n' et p' ne sont pas nulles, c'est-à- 
dire que les coordonnées £ 2 et >? 2 ne sont pas constantes. Si v\ % par exemple était 
constant, les équations de la surface S seraient de la forme : 

£ 1= a,(a 2 ), £ t = p(aa), Vi = v(a % ), m=Tz, 

r 2 étant une constante. La congruence qui contient S s'obtiendrait en éliminant 
a entre les équations : 

r étant une constante de la forme ~^-y — - . On aurait donc : 



? 1 = «ift'( a a) J £s = f* («•»). m — n, m~r. 



3) 



c'est-à-dire que la fonction v (<x 2 ) doit se réduire aussi à une constante r x ; l'équa- 
tion de la congruence qui contient 8 est alors simplement v\ = r et la relation 

^(a 2 ) = a 1( u'(a 2 ), 
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exprime toujours la loi qui relie les paramètres c^ et a 2 lorsque la droite M décrit 
dans la congruence vj = r la surface donnée S. 

On peut remarquer que les coordonnées sphériques qui correspondent aux 
coordonnées £ et y\ sont précisément les angles £ 2 e ^ % e ^ comme la relation entre 
£ et yi est la même qu'entre £ 2 et »7 2 , on peut dire que la courbe sphérique qui 
correspond à une congruence analytique donnée est l'intersection d'une sphère 
avec le cône directeur de la congruence, dont le sommet serait au centre de la 
sphère. 

4°. Coordonnées intrinsèques. Soit r = -^= — - le rayon de courbure et s = x a 

l'arc d'une surface réglée, mesuré à partir d'une certaine génératrice. Les équa- 
tions intrinsèques de la surface seront de la forme : 

r 1 = X(a 2 ), r s = fi( a% ), s 1 = v(a 2 ), s 2 = p(a 2 ), 

a z étant un paramètre variable. Comme l'équation (11) est indépendante du 
système de coordonnées employé, la surface réglée sera analytique si l'on a : 

r i ds % — Sx dr 2 = . 

Lorsque cette condition est remplie, la congruence analytique qui contient la 
surface donnée est définie par les équations: r = (i(a), s = ç(a). En éliminant 
a , on obtient une relation entre r et s qui est l'équation intrinsèque de la con- 
gruence. 

Si l'équation /(£, >?, p) = d'une congruence contient un paramètre arbi- 
traire p = P 1 T ^ , cette équation définira une double famille de congruences 

comprenant toutes les droites de l'espace ; mais si l'on se donne en outre une 
relation entre p x et p z , l'équation /= ne représentera plus qu'une famille 
simple de congruences, c'est-à-dire un complexe de droites. 

V°. — Mécanique réglée. 

Théorie des vectangles. Soit O le centre de la sphère fondamentale ; Ox , 
Oy, Oz trois axes rectangulaires et OP = V un segment de droite faisant avec 
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les axes des angles a, /?, y. Les composantes du segment OP suivant Ox, Oy 

et Oz sont : 

X= Fcosa, Y=Vcos(3, Z=Vcosy. 

Afin de définir le segment OP et ses composantes au moyen de grandeurs situées 
sur la surface même de la sphère, on conviendra de représenter chaque segment 
issu du point au moyen d'un arc de longueur égale à celle du segment, cet arc 
étant porté par le grand cercle dont le plan est perpendiculaire au segment con- 
sidéré. 

Cet arc sera désigné sous le nom de vecteur sphérique; on peut, sans altérer 
un vecteur sphérique, le déplacer sur le grand cercle qui le porte. 

D'après cette définition, étant donné un triangle trirectangle et un vecteur 
sphérique F porté par un grand cercle quelconque (Fig. 5), on peut décomposer 



le vecteur Y en trois autres X, Y, Z portés respectivement par les côtés du 
triangle trirectangle et déterminés par les formules : 

X= Fcosa, Y= Tcos/?, Z=Vcosy, 

a, (3, y désignant les angles compris entre le vecteur V et chacune de ses com- 
posantes. 

Un vecteur sphérique est déterminé par deux points de la surface de la 
sphère; de même, dans l'espace réglé, on dira que deux droites A et B déter- 
minent un vectangle (abréviation pour vecteur-angle) : la valeur de ce vectangle 
sera représentée par le codistangle (AB) = V. La perpendiculaire commune aux 
droites A et B est le pôle de la recticongruence AB • on n'altère pas un vectangle 
en le déplaçant dans la recticongruence qui le porte, c'est-à-dire en le faisant 
tourner autour ou glisser le long de son pôle, pourvu que le codistangle (AB) ne 
change pas ; c'est pourquoi l'on dira aussi que le vectangle (AB) est porté par 
son pôle. 
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Etant donnés trois axes de coordonnées rectangulaires et un vectangle V 
dans l'espace porté par une droite quelconque P, on pourra décomposer le vect- 
angle V en trois autres X, Y, Z portés respectivement par les trois axes de 
coordonnées et ces trois composantes auront pour valeur : 

X = 7 cos a, F= Fcos/3, , Z = F cos y, 

a, (3, y désignant les codistangles compris entre la droite P et chacun des axes 
de coordonnées, puisque la figure formée par ces axes correspond sur la sphère 
au triangle trirectangle. En posant : 

V= V > + IV > , X= X ^ + IX \ a = ^+^,etc 

on tire des équations précédentes : 

X z = V 2 cos a 2 ( Xx — Y x cos a 3 — a x Y % sin a 2 , 

F 2 = V 2 cos (3 2 et \ Y i = v i cos & — A F s sin A- ( 12 ) 

Z 2 = F 3 cos y % ' Zi = F x cos y 2 — y x V 2 sin j/ 3 , 

formules qui déterminent complètement les trois vectangles composants. Réci- 
proquement, les vectangles composants X, Y, Z, étant donnés, on obtiendra la 
valeur du vectangle résultant par l'équation complexe : 



V=VX*+ F 2 + Z\ 

c'est-à-dire : 

f V % = *SX%+Yi + Zl 

\V 1 V 2 = X 1 X 2 + Y ï Y 2 + Z 1 Z i 

et la position dans l'espace de la droite P qui porte ce vectangle résultant sera 
déterminée par les relations : 

X Y Z 

cos a = -=r , cos (3 = -w , cos y = -^ , 

qui déterminent a, /3, y, c'est-à-dire les coordonnées tripolaires de P. 

Etant donné un nombre quelconque de vectangles V, V, V", .... portés 
respectivement par des droites P, F, P", . . . . , situées d'une manière arbitraire 
dans l'espace, si l'on veut composer tous ces vectangles en un seul, on choisira 
trois axes de coordonnées rectangulaires, on décomposera chaque vectangle en 
trois autres ayant respectivement pour pôles les trois axés de coordonnées et 
l'on fera la somme algébrique des vectangles composants pour chacun des trois 



352 Saussure : Calcul Géométrique Réglé. 

axes : les trois sommes X, Y, Z ainsi formées seront les composantes du vect- 
angle résultant R. On a donc : 

X=2(7cos<x), F=2(7cos/3), Z=2(Fcosy), 

a, (3 , y, désignant toujours les codistangles compris entre la droite P et chacun 
des axes de coordonnées. Les vectangles X, Y, Z étant déterminés, si l'on 
appelle II le pôle du vectangle résultant R, et a, b, c les coordonnées tripolaires 

de ce pôle, on aura : 

X -, Y Z 

cos a = -=- , cos o = -^- , cos c = -=- , 
M M li 

équations qui avec : 

R* = X* + Y 2 + Z 2 , 

détermineront R en grandeur et en position. 

On peut aussi composer les vectangles directement, ainsi que les vecteurs 
sphériques, sans les rapporter à un système d'axes de coordonnées. 

Considérons d'abord deux vecteurs sphériques AG = F et AG' = V dont les 
pôles sont P et P (Fig. 6). On peut toujours prendre comme origine commune 




Fict. 6. 



des vecteurs le pôle A du grand cercle PP. Le point O étant le centre de la 
sphère, si l'on porte respectivement sur les rayons OP et OP des segments 
OK=. V et OK' = V, la résultante R de ces deux segments sera portée par la 
diagonale OU du parallélogramme KOK 1 et la grandeur ainsi que la direction de 
cette résultante seront déterminées par les relations : 

; R 2 - V* -h V" + 2 VV cos (PP') , 
V sin (PÏÏ) = V> sin (ÏLP) , ( ' 

avec (PII) + (IIF) = (PP) • Or le vecteur A G étant la représentation sphérique 
du segment OK et A G' celle du segment OK', la résultante de ces vecteurs sera 
la représentation sphérique du segment R porté par On ; cette résultante sera 
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donc un vecteur AT = R passant par le point A , puisque son pôle II est situé sur 
l'arc PP. La première des équations (13) détermine donc la grandeur du vec- 
teur AT et la seconde indique la position de son pôle II sur la sphère. 

Soient maintenant V = 1 y — ? et V = l — ? deux vectangles quel- 
conques, P et P leurs pôles situés arbitrairement dans l'espace. On peut, en 
déplaçant ces vectangles autour de leurs pôles respectifs, les amener à avoir pour 
origine commune la droite A qui mesure la plus courte distance de P à P 
(Fig. 7). Cette droite est alors aussi la droite origine du vectangle résultant, 




Fig. 7. 



c'est-à-dire que le pôle II de celui-ci doit rencontrer A à angle droit. Soient 
G et G' les droites extrémités des vectangles V et V et r celle du vectangle 
résultant R. Les mêmes équations (13) détermineront R en grandeur et en 
position, car si l'on pose : 

(3r) = Jî = ^ f (PF) = ^, (pn)=^^, (np)=^tM, 

on aura, comme pour les vecteurs sphériques : 

- (S+S)'= ( B+g) '+ (H+g)'+ 2(5+g)(H+g)cos(^) , 

(i+2) sin (fe+2») = (3+É3) sin (*i+^) , 

•— J— 1" I ~ I 

et l'on en déduira par la méthode ordinaire les six équations suivantes : 
f R\= V! + V?+ 2 V % V' % cos a z , 

\B 1 R i = V 1 V t + V 1 r a + (ViVJs + ViVs) cos a, — <hV t V t sina 2 , 
47 
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(14) 
Vt, smp 2 + frVt cosp 2 = V[ sin^ + p{V£ cosj^, 

avec f p % + $ = a 2 , 

^Pi + jPi = «i • 

Les quatre dernières équations déterminent les longueurs p lf p[ et les angles 
Pz , p'i , c'est-à-dire la position du pôle II par rapport aux pôles P et P, tandis 
que les deux premières fournissent les valeurs de R x et R it d'où dépend la posi- 
tion de la droite I\ 

Considérons enfin un nombre quelconque de vectangles V, V, V" . . . . 
portés respectivement par des droites P, P, P' . . . . données arbitrairement 
dans l'espace ; en comparant toujours les vectangles aux vecteurs sphériques, on 
verra facilement que le vectangle résultant R a pour valeur : 

R 2 = 2 7 2 + 22 W cos (PP) . 

Composition des efforts ou des mouvements. Un segment tel que OK (Fig. 6) 
sert à définir soit un couple, c'est-à-dire l'effort le plus général que l'on puisse 
exercer sur une sphère dont le centre est fixe, soit une vitesse de rotation, c'est-à- 
dire le mouvement le plus général que cette sphère puisse prendre autour de son 
centre. De même, un vectangle (AB) servira à définir soit un torseur, c'est-à-dire 
l'effort le plus général que l'on puisse exercer sur un corps solide, soit une vitesse 
hélicoïdale, c'est-à-dire le mouvement le plus général que ce solide puisse prendre. 
On sait qu'un torseur se compose d'une force et d'un couple dont l'axe coïncide 

avec la direction de la force ; si donc le vectangle (AB) = — r — représente un 
torseur, la plus courte distance P représentera le moment du couple et l'angle 
Q représentera la force; cette force agit suivant l'axe du torseur, c'est-à-dire 
suivant le pôle du vectangle (AB) ; toute force est ainsi définie par un angle 
situé dans un plan perpendiculaire à sa ligne d'action. 

Si au contraire le vectangle (37?) = - — j-*- figure une vitesse hélicoïdale, 

la plus courte distance P représentera la vitesse de translation et l'angle Q la 
vitesse de rotation ; l'axe du mouvement coïncide d'ailleurs avec le pôle du 
vectangle. Ce pôle reste fixe pendant le mouvement hélicoïdal, de même que le 
pôle d'une rotation sphérique reste immobile pendant la rotation. 

Les torseurs et les vitesses hélicoïdales se composant comme les vectangles, 
tous les cas de composition d'efforts ou de mouvements rentreront dans le cas 
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général de composition des vectangles. En effet, on peut regarder une force 
ordinaire comme un torseur dont les extrémités A et B se rencontrent, car si 

P = , le torseur ( AB) = Q = force ; si au contraire Q est nul, les droites A et B 

p 

sont parallèles et on a (AB) = -y = couple. De même, une vitesse de rotation 

p 

est définie par un angle Q et une vitesse de, translation est de la forme -=- , car 

cette vitesse est définie par deux droites parallèles. 

Soit par exemple à composer deux rotations v % et v' t dont les axes P et P' 
ne se rencontrent pas. Soit a t la plus courte distance et a % l'angle des droites 
P et P'. Si l'on se reporte au cas général de composition des vectangles (Fig. 7), 
et que l'on pose v x =- et v[ = 0, la vitesse du mouvement résultant sera déter- 
minée par les équations : 

R\ — v l + v z + ^X cos a 2 , 
RiR % = — o>\V 2 v' % sin a 2 , 

R t étant la résultante de translation et R z celle de rotation, c'est-à-dire que la 
résultante est une vitesse hélicoïdale de la forme 1 y — ? . La dernière équa- 
tion est du reste identique à une formule de Rodrigues sur la composition des 
rotations ; la formule de Rodrigues n'est ainsi qu'un cas particulier de la formule 
plus générale relative aux vectangles. Enfin, l'axe II du mouvement résultant, 
qui on l'a vu doit rencontrer A à angle droit, sera déterminé en position par les 
équations : 

( v 2 sin^ a = b£sui#ji ayec l> 2 +!>£ = %, 

(p! v % cos p 2 = pi v'z cos p' % , \p x +p[ = a 1 , 

qui peuvent s'écrire : 

v 3 sinp 2 = W2 sin p^, 

Pi _ Pi 



tang^> 3 tangp£' 

Or S* est le rapport des angles compris entre l'axe II et les axes P et P' et £±- 

P* . ' ' p[ 

est le rapport suivant lequel II partage la plus courte distance de P à P' ; on 

reconnaît donc dans les deux dernières équations deux théorèmes bien connus 

sur la composition des rotations non concourantes. 

Il n'est pas inutile de faire remarquer ici que les règles d'opérations relatives 

aux codistangles subsistent dans tous les cas particuliers, quoique les formules 
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revêtent quelquefois une apparence paradoxale. Ainsi, la règle de multiplica- 
tion : 

( a^ -f Ia£ \( h x + Ib % \ _ (ffijjg + « 2 6i) + Ia % h % 
\ 7~À / / 7 ' 

devient pour a 2 = et b % = : 

(*)(£)=•■ 

quoique ni % ni &! ne soient nuls. De même (-y-) = ne signifie pas que a x 
est nul, car dans la formule générale : 

fa x + Ia 2 \ z 2a 1 a z -j- iaf 

v / ; 7 ' 

il suffit que a 2 s'annule pour que tout le carré s'annule aussi. Si donc a repré- 
sente un torseur, l'équation a 2 = veut dire simplement que ce torse ur se réduit à 

un couple de la forme -~ . Du reste, ces cas particuliers ne mettent aucune 
formule en défaut, c'est ainsi qu'on a par exemple : sin (-y-) = — , cos -y- = 1 

et l'on en tire encore : sin 2 (-y-) + cos 2 (-y-) = 1 , parce que (~ J = 0. 

Il y a cependant un cas où les formules, quoique toujours exactes, devien- 
nent indéterminées ; c'est le cas où toutes les droites considérées dans l'espace 

sont parallèles entre elles ; tous les codistangles sont alors de la forme f-f-j , 

mais dans ce cas il n'est plus nécessaire d'employer les méthodes du calcul réglé, 
car en coupant toutes les droites par un plan perpendiculaire à leur direction 
commune, le problème revient à une question de géométrie plane. 

Nous avons dit en commenpant que si les règles d'opérations relatives aux 
codistangles sont un peu différentes des règles ordinaires, cela tient à ce que la 
constitution interne de l'espace réglé n'est pas absolument identique à celle de 
la surface d'une sphère imaginaire ; on peut ajouter maintenant que cette différ- 
ence de constitution est due à l'existence dans l'espace de droites parallèles entre 
elles, car deux droites parallèles ont une infinité de perpendiculaires communes 
tandis que deux points de la sphère ne déterminent jamais qu'un seul pôle ; il 
était donc nécessaire de faire subir aux règles d'opérations une modification qui 
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contrebalançât les différences existant entre l'espace réglé et la sphère imagi- 
naire, ou si l'on veut entre le symbole /et le symbole i=V— 1. 

Théorie des Moments. Quoique nous n'ayons fait usage, pour la composition 
des vectangles, que du théorème des projections, plusieurs des formules obtenues 
en appliquant les lois du calcul réglé ne sont pas autre chose que l'expression du 
théorème des moments ; telles sont les formules (12) et (14). 

Il existe en effet une parenté directe entre le théorème des moments et celui 
des projections : considérons une sphère de centre o (Fig. 8) ; soit om un rayon 
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fixe et oh = v un segment porté par un rayon arbitraire qp ; soit ab = v la repré- 
sentation sphérique du segment oh ; si l'on abaisse du point m un grand cercle 
pmq perpendiculaire â ab, on dira que le produit vsin (mq) est le moment 
sphérique du vecteur ab par rapport au point m et l'on représentera ce moment 
par un segment oe porté sur la normale en m à la sphère ; or oe = v sin (mq) 
= oh. cos (mp), c'est-à-dire que oe est aussi la projection de oh sur om. Donc, si 
l'on considère plusieurs vecteurs sphériques ab, a'V, a"b", etc., situés arbitraire- 
ment sur la sphère, et un point fixe m , on peut dire que le moment sphérique du 
vecteur résultant AB sera égal à la somme algébrique : OE= ôê -{-'ôé -\-"ôd' -\- etc. 
des moments sphériques des vecteurs composants ; car ôê", ôd, ôè 17 , etc. étant les 
projections sur om des segments oh, oh 1 , W', etc. qui correspondent aux vecteurs 
ab, a'b', a"b", etc., leur somme ÔFsera la projection du segment résultant ÔK 
qui correspond au vecteur résultant AB. Si maintenant le rayon de la sphère 
croît indéfiniment, la surface de celle-ci deviendra un plan, le vecteur ab devi- 
endra un vecteur rectiligne et le sinus de (mq) deviendra égal à mq , c'est-à-dire 
que le moment sphérique deviendra le moment ordinaire par rapport à un point. 
Il y a donc identité entre le théorème des projections sur une droite et le théo- 
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rème des moments dans un plan, considéré comme la limite vers laquelle tend le 
théorème des moments sphériques lorsque le rayon de la sphère croît indéfini- 
ment. Pour pouvoir traduire dans l'espace réglé le théorème des moments 
sphériques, il faut que toutes les grandeurs que l'on considère soient situées sur 
la surface même de la sphère. On remplacera donc le segment oe par sa repré- 
sentation sphérique, c'est-à-dire que l'on figurera le moment sphérique d'un 
vecteur ab par rapport à un point m au moyen d'un vecteur xy = oe = ab. cos (mp) , 
ce vecteur étant porté par le grand cercle dont le pôle est le point m . Si main- 
tenant (AB) = v= — — j — - est un vectangle arbitraire dans l'espace porté par 
une droite P et si M est une autre droite fixe formant avec P un codistangle 
(MP) — p=- j , on dira que le produit : (AB) cos (MP) est le moment du 
vectangle (AB) par rapport à la droite M, et l'on représentera ce moment par un 
vectangle (XY) = m = — — j — ? porté par la droite M. Le théorème des 

moments dans l'espace réglé s'énoncera donc comme suit : Etant donnés plusieurs 
vectangles v, v 1 , v", etc, portés par des droites P, P', P", etc. situées d'une 
manière arbitraire dans l'espace, si l'on prend les moments m, ni', m", etc. de ces 
vectangles par rapport à une droite M, tous ces moments seront portés par la 
droite if et leur somme algébrique sera le moment de la résultante V des vect- 
angles v . On aura donc : 

( Fl + JT> ) cos ( P * + IP >) = X (*JL+^) cos (£-^) , 

c'est-à-dire : 

( V 2 cos P 2 = Xv % cospz, 

l V l cos P 2 — Pi^i, sin P a = 2 (v L cos j» 3 — p x v t sinp z ) . 

Si l'on considère t> x comme le moment d'un couple porté par P et v 2 comme une 
force agissant suivant P, la première de ces formules n'est que le théorème des 
projections sur une droite M et la seconde, le théorème des moments par rapport 
à une droite M. Du reste nous avions déjà rencontré ces formules à propos de la 
composition des vectangles; en effet il n'y a pas de différence entre le moment 
d'un vectangle F par rapport à une droite M et la projection de F sur M puisque 
l'un et l'autre sont égaux à V cos (MP) . 
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Mais il existe un second théorème des projections, obtenu en projetant un 
contour fermé sur un plan et non pas sur une droite ; et ce second théorème con- 
duira aussi à un second théorème sur les moments. Revenons en effet à la figure 
(8) et projetons le segment oh sur un plan perpendiculaire au rayon fixe om ; le 
segment ô/qui représente cette projection est situé dans le plan mop et a pour 
valeur: ô/= oh sin (mp) = oh . m.s, en appelant rns la distance du point m au 
segment ~ok~) on voit donc que of est égal au moment du segment oh par rapport 
au point m. Si l'on considère plusieurs segments oh, oh', oh", etc. issus du point 
o, la projection oF de leur résultante oK sur un plan perpendiculaire à om est la 
résultante des projections ôf, of, of", etc. des segments donnés. La représenta- 
tion sphérique du segment of est un vecteur md — of porté par le grand cercle 
passant par le point m et par le pôle n du grand cercle mp ; le vecteur sphérique 
md représente donc le moment du segment oh par rapport au point m, non 
seulement en grandeur, mais aussi en position, puisque ce vecteur est normal en 
m au plan moh. Donc le second théorème des projections est identique au théo- 
rème des moments par rapport à un point m de plusieurs segments concourants 
oh, oh 1 , oh", etc. 

Pour ne conserver que des grandeurs situées sur la surface de la sphère, on 
remplacera le segment oh par sa représentation sphérique ah et l'on dira que le 
vecteur md = oh . sin mp = ah . cos (mq) est le co-moment du vecteur ah par rap- 
port au point m, afin de distinguer ce moment du moment sphérique. Si l'on 
prend les co-moments de plusieurs vecteurs ah, a'h', a"h", etc. par rapport à un 
même point m, on obtient des vecteurs md, md 1 , md", etc. issus du point m et 
dont la résultante mD est le co-moment du vecteur résultant AB. 

De même, étant donnés une droite fixe M et un vectangle (AB) porté par une 
droite P, on dira que le produit (AB) sin (MP) est le co-moment du vectangle 
(AB) par rapport à la droite M, et l'on représentera ce moment par un vectangle 
(MD) porté par la perpendiculaire commune à if et à la droite iVqui mesure la 
plus courte distance de M h P. Si l'on construit les co-moments de plusieurs 
vectangles par rapport à une même droite M, tous ces moments auront pour 
origine la droite M et leur résultante sera le co-moment du vectangle résultant ; 
tel est le second théorème des moments dans l'espace réglé. 

Pour que le co-moment d'un vectangle (AB) s'annule, il faut que (AB) = 
ou bien (MP) — 0, c'est-à-dire que la droite M coïncide avec le pôle P du vect- 
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angle {AB) . Ainsi, si l'on a un système de vectangles dont la résultante n'est 
pas nulle, et que la résultante des co-moments de ces vectangles par rapport a 
une certaine droite M soit nulle, la droite M ne peut être que le pôle du vectangle 
équivalent au système donné, c'est-à-dire l'axe central du système. L'axe central 
est ainsi la seule droite par rapport à laquelle le co-moment du système est nul. 
Equilibre d'un corps solide. La théorie de l'équilibre n'offre aucune difficulté, 
car si V, V, V", etc. sont des torseurs portés respectivement par des droites 
P, P', P", etc. et appliqués à un même corps rigide, il suffit pour que celui-ci soit 
en équilibre que le torseur résultant B soit nul. Si donc X, Y, Z son trois axes 
de coordonnées rectangulaires, on devra avoir : 

2Fcos(PX) = 0, 
XV cos (FF) = 0, 
■ 2Vcos(PZ) = 

et ces trois équations complexes fourniront les six équations de l'équilibre. 

Mouvement d'une droite. La position d'une droite M dans l'espace est définie 

par deux coordonnées complexes £ = T et rç = m "*I n% ; si l'on exprime 

ces coordonnées en fonction d'une troisième variable complexe t = — j — - en 

posant : £ = $ (t) et y = ^ 00 , la trajectoire de la droite M sera une congruence 
analytique ; on peut considérer la variable indépendante t comme un temps com- 
plexe. Le temps complexe peut être comparé à un temps à deux dimensions, et 
en effet si le temps avait deux dimensions, la trajectoire d'un point en mouve- 
ment serait une surface et non une ligne, et la trajectoire d'une droite serait une 
congruence ; avec un temps complexe cette congruence trajectoire est en outre 
analytique. 

Si l'on établit une relation entre t t et t 2 , le temps redevient simple ou si l'on 
veut, le mouvement n'a plus qu'un seul degré de liberté, la trajectoire de la 
droite M est alors une surface réglée, faisant partie de la congruence trajectoire. 

Réciproquement, tout mouvement à un degré de liberté d'une droite M est 
défini si l'on connaît les quatre coordonnées % lt £ a , v\ x , vi % en fonction d'un temps 
simple t s : 

& = *&)> &=7*te)! m=v(t z ), rç a =p(tf 2 ). 

Mais on a vu que ce mouvement n'est analytique, c'est-à-dire ne fait partie d'un 
mouvement analytique à deux degrés de liberté, que dans le cas où : ^d^ 
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— riyd^ = . Dans ce cas, le mouvement à deux degrés de liberté dont fait 
partie le mouvement de M est défini par les équations : 

On peut donc considérer le mouvement à un degré de liberté de la droite M 

comme défini par ces deux dernières équations, pourvu que l'on établisse en outre 

entre t x et t % la relation: ^'(£3) = A (4) ou la relation équivalente: t-^çl (t 2 ) 

= v(t z ). 

Le temps complexe peut être représenté par une recticongruence décrite 

par une droite mobile A à partir d'une certaine origine 0. Chaque position de 

la droite A définit une époque et la durée t comprise entre l'époque et l'époque 

f 1 jf 

A est égale au codistangle (OA) = - — j — -. Considérons une droite qui décrit 

une congruence analytique ; soient M et M les positions de cette droite aux 
époques et t, l'arc M M de la congruence trajectoire est évidemment fonction 
du temps complexe ; si l'on désigne cet arc par s, on a donc : s =f(t). On sait 

du reste que l'arc ,9 = — y — - ne dépend pas de la surface réglée qui mène de 

M à M. Si l'on a : 

s = a + ht, 

a et b étant des constantes complexes, on dit que le mouvement de M sur sa tra- 
jectoire est uniforme. Le mouvement sera donc uniforme si l'on a : 

s x + Is j _ a x + Ia 2 , \ + 1\ h + Ih 

~T~ 7 "*" I / ' 

c'est-à-dire : 

1*2 = «2 + hhi 

Ces conditions sont d'ailleurs indépendantes de la forme de la congruence trajec- 
toire. Si l'on pose t x = F(t 2 ) la droite M décrit une certaine surface réglée dans 
la congruence, et ce mouvement à un degré de liberté est dit uniforme si l'arc 

s = Sl ~*~ s * décrit pendant le temps t % satisfait aux conditions : 

j «8 = «a + Va. 

On dit que le mouvement de la droite M est rectiligne lorsque la trajectoire de 
48 
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cette droite est une recticongruence. S'il s'agit d'un mouvement à un degré de 
liberté, il sera dit rectiligne lorsque la droite M décrit un conoïde droit. 

Enfin le mouvement de M est rectiligne et uniforme lorsque la trajectoire 
est une recticongruence et que les. arcs s croissent proportionnellement aux 
temps t. Si le mouvement n'a qu'un degré de liberté, on dit qu'il est rectiligne et 
uniforme toutes les fois que la droite M décrit un conoïde droit en tournant uni- 
formément autour de l'axe du conoïde. En effet, les équations du mouvement 

sont alors de la forme : 

[s 2 = a z + b z t 2 , 

4> étant une fonction quelconque, et en posant : 

h = -j~ [> (*») — «i — hQ » 
on aura bien : 

S 2 ~ *2 ~T "2*3) 

c'est-à-dire que le mouvement considéré fait bien partie d'un mouvement recti- 
ligne et uniforme s = a-\-bt. On verrait de même qui si la droite M décrit 
une surface réglée analytique quelconque, il suffit que s 2 soit proportionnel au 
temps t % pour que le mouvement soit uniforme. 

Si if et M! sont les positions d'une droite sur sa congruence trajectoire aux 

d s 

époques t et t -f- dt et si le codistangle (MM 1 ) = ds , le rapport v = -rr sera la 

vitesse de la droite au temps t ; cette vitesse sera représentée par un vectangle 
(MA) porté à partir de la droite M par la tangente à la congruence trajectoire ; 
le pôle T du vectangle (MA) est donc la perpendiculaire commune aux généra- 
trices M et M' et ce vectangle représente une vitesse de torsion,* car tout déplace- 
ment infinitésimal de M dans sa congruence trajectoire est une torsion infiniment 
petite autour de T. 

De la formule : v = —y- , ou : -^ — = — - = -rr—, — tït , on tire : 
dt 1 d^ -f- ldt z 

ds« 

v * = ~d%' 

ds, dU — ds« dt, 

7t.. ~ i ï z i . 

1 dt\ 

*I1 n'y a pas de différence entre une vitesse de torsion et une vitesse hélicoïdale, si ce n'est que la 
première se rapporte à un mouvement à deux degrés de liberté et la seconde à un mouvement à un 
degré. 
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Ainsi, dans le vectangle [MA) qui figure la vitesse v , l'angle v % compris entre 
M et A représente la vitesse de rotation de la droite M autour de la droite T, 
mais la distance v x comprise entre M et A ne représente pas la vitesse de transla- 

tion de la droite M, à moins que l'on ait dt x = ou t x = const. ; alors v 1 = -~ , 

c'est-à-dire que v 1 est la vitesse de translation de M le long de T, lorsque M 
décrit la surface réglée déterminée par la condition t x = const. 

Lorsque les équations du mouvement d'une droite M sont données dans un 
certain système de coordonnées, on peut calculer les composantes de la vitesse de 
M suivant chacune des deux coordonnées. Soient par exemple : 

p = cp{t) et 6) = ^), 

les équations du mouvement en coordonnées polaires, la vitesse est : 



__ ds^ V 'dp 2, -f- sin 2 p . du? 

v -~dJ— dt ' 

ses composantes sont donc: -^- suivant le méridien et sin p —=— suivant le 

dt r dt 

parallèle. 

Pour définir Y accélération d'une droite, considérons d'abord un point m 
mobile sur la sphère (Fig. 9). Soient <mv et mvf les arcs représentant sa vitesse 

JL2 
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aux temps t et t + dt ; ces arcs sont les représentations sphériques des segments 
o~k—v, oJd = v 1 , qui figurent la rotation du point m autour des pôles P et P 1 des 
arcs rnv et rnv'. Soit oh un segment tel que oh et ok aient pour résultante otd. 
Comme oh est situé dans le plan koJe', sa représentation sphérique ma passe par 
m ; le vecteur ma, qui composé avec mv donnerait la vitesse mv 1 est l'accélération 
sphérique élémentaire du point m . L'accélération sphérique n'est pas autre 
chose que l'accélération ordinaire, lorsqu'on fait abstraction de la composante 
mn = v*.<mo, normale à la sphère ; il n'y a pas lieu en effet de considérer cette 
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composante, car nous ne nous occupons du mouvement du point ni qu'autant 
qu'il a lieu sur la surface de la sphère et sans nous préoccuper des réactions 
normales à cette surface, qui du reste sont détruites par la fixité du centre. On 
peut décomposer l'accélération sphérique du point m en deux vecteurs ^> et ^ 
portés l'un par le grand cercle mv tangent à la trajectoire, l'autre par le grand 
cercle normal en on, à cette trajectoire; ces deux composantes seront égales aux 
composantes de oh suivant oh et suivant une perpendiculaire h ok. Si donc ds 
est l'élément d'arc décrit par m pendant le temps dt et da l'angle de contingence 
de la trajectoire, c'est-à-dire l'angle vmv' ou kok 1 , les composantes de ma seront : 

dv suivant la tangente et vda suivant la normale. Or vda = v -y- ds = v 2 -=— dt 

as ds 

d'autre part -=— = , p étant le rayon de courbure sphérique de la trajec- 

s angp 

toire ; on aura par suite, pour l'accélération sphérique tangente, <p = -=- et pour 

(XiZ 

_ 9. 

l'accélération sphérique normale, 4* = 



tangp 

Il en résulte que si M est une droite mobile qui décrit une congruence 
analytique, (MV) et (MV) les vectangles qui figurent la vitesse de cette droite 
aux époques t et t-\-dt, Y accélération élémentaire de la droite sera représentée par 
un vectangle (MA) , tel que (MA) et (MV) aient pour résultante (MV) ; et si p 
est le rayon de courbure de la congruence trajectoire, les composantes de cette 
accélération suivant la tangente et suivant la normale seront des vectangles : 

(197 * 9) 

à) = -— et 4> = : , c'est-à-dire, avec les notations ordinaires : 

^ dt tang p 

<?>i + I<pï _ (toi + Idoi et ^i + fy» _ \ I ) 
I dt t + Idt % 

relations d'où l'on tire après réduction : 
dv» 



tang (EL+J&) ' 



1 



4»2 = 



dt% ' , et 

dv x dt 2 — dv % dt x 



* dû 



4> s = 



tang p 3 ' 



*k = (vi sin 2p 3 — Vffa) >h 



sin 2 p 3 



Lorsque l'accélération tangentielle est nulle, la vitesse est constante et le mouve- 
ment est uniforme. Lorsque l'accélération normale s'annule, on a tang p = oo , 
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c'est-à-dire p= -— ; dans ce cas la trajectoire présente une droite d'inflexion, c'est-à- 
dire que la recticongruence tangente est osculatrice. Si l'accélération normale 
est constamment nulle, la trajectoire est une recticongruence et le mouvement 
est rectiligne. 

Considérons encore le mouvement circulaire uniforme : Soit c le pôle d'un 
petit cercle que décrit un point m, sur la sphère avec une vitesse sphérique con- 

stante v, on a: $ = et i/' = i , mais si l' on désigne par a la vitesse angu- 

laire du point m autour du pôle c, on a aussi : v = g>. sin r, d'où : 

4< = | a 2 sin 2r . 
Cette même formule donnera donc aussi la valeur de l'accélération d'une droite 
mobile M qui décrit une congruence circulaire de rayon r = — j — - avec une 
vitesse angulaire a = Ql y ° 2 autour du pôle c de la congruence ; cette vitesse 

angulaire est le codistangle décrit pendant l'unité de temps par le rayon aboutis- 
sant à la droite M, c'est-à-dire par la normale au cylindre focal au point où M 

touche ce cylindre. L'accélération ^ = ^ y ^ 3 de la droite M est donc déter- 
minée par les relations : 

( i^ 2 = i6)l sin 2r 3) 

l-v^i = «2 («i sin 2r a + r x G) 8 cos 2r 2 ) . 

Mouvement d'un corps solide libre. Nous considérons un corps solide comme 
formé d'un nombre fini ou infini de droites rigides invariablement reliées les 
unes aux autres. Pour se rendre compte de la distribution des vitesses dans un 
corps solide en mouvement, il suffit de se rappeler que toute droite de l'espace 
décrit à chaque instant un élément de congruence circulaire autour de l'axe 
central X avec la même vitesse angulaire a ; si donc M est une droite quel- 
conque, faisant avec l'axe central un codistangle {MX)=r, la vitesse de cette 
droite sera v = a . sin r et le vectangle qui représente cette vitesse sera porté à 
partir de M par le pôle T de la tangente à la congruence circulaire ; comme le 
pôle de la normale à cette congruence est la droite N qui mesure la plus courte 
distance entre if et X, la droite Test la droite qui forme avec M et N un trièdre 
trirectangle. 
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Pour se rendre compte de la distribution des accélérations, il faut étudier 
d'abord les accélérations' des différents points de la surface d'une sphère mobile 
autour de son centre. Soit a la vitesse angulaire de la sphère autour de l'axe 
instantané ôx (Fig. 10), a son accélération angulaire portée par le rayon oa et X 

A_ 
a* 




Fig. 10. 

l'angle xoa ; le plan xoa est alors le plan tangent commun aux deux cônes qui en 
roulant l'un sur l'autre produisent le mouvement de la sphère. On peut définir 
la position de tout point m situé sur la sphère par ses distances rnx = u et 
ma — v aux points fixes a? et a. 

Si l'on abaisse du point m les perpendiculaires mjp et mq sur les rayons 
ôx et ~ôâ, l'accélération du point m , telle qu'elle est exprimée par le théorème de 
Rivais, est la résultante de deux segments : l'un égal à (ù z .mp ou a 2 , sin u, porté 
par ~m~p , l'autre égal à a . mq ou a . sin v , perpendiculaire au plan rnoa. 

Pour que l'accélération sphérique d'un point soit nulle, il faut que l'accéléra- 
tion totale de ce point soit normale à la sphère. Pour cela, il faut d'abord que 
le rayon mô soit dans le même plan que les deux segments qui composent l'accél- 
ération, c'est-à-dire que l'angle amx soit droit ; le triangle amx étant alors rect- 
angle en m , on aura : 

COS U COS V = COS yl . 

Telle est l'équation du lieu des points dont l'accélération sphérique tangentielle 
est nulle ; ce lieu est une conique sphérique ayant pour sommets les points a et x. 
Comme l'angle pmo est le complément de u, la résultante des segments a 2 . sin u 
et a . sin v coïncidera avec mo, si l'on a en outre : 

u 3 sin u cos u = a sin v. 
Cette équation jointe à la précédente détermine les points (u, v) dont l'accéléra- 
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tion sphérique est nulle, c'est-à-dire les centres d'accélération ; ces centres sont 
au nombre de trois. On verrait facilement que les points qui n'ont pas d'accél- 
ération sphérique normale, c'est-à-dire les points dont la trajectoire présente un 
point d'inflexion sphérique, sont sur un cône du troisième degré. 

De même dans l'espace réglé, étant donnés deux vectangles a et a dont l'un 
représente la vitesse angulaire et l'autre l'accélération angulaire du système 
mobile à une époque déterminée, si les pôles X et A de ces vectangles forment 
entre eux un codistangle (XA) = h, on démontrera comme pour la sphère que le 
lieu des droites dont l'accélération tangentielle est nulle est une congruence 
elliptique admettant les droites X et A pour sommets ; que le lieu des droites 
qui sont d'inflexion sur leur trajectoire est une congruence analytique du 
troisième ordre, et enfin qu'il existe trois droites ne possédant aucune accéléra- 
tion ; la position de ces droites sera déterminée par les mêmes équations que 
précédemment, dans lesquelles u et v désigneront les codistangles compris entre 
l'une de ces droites et les pôles X et A . 

La considération des accélérations dans le mouvement sphérique conduit à 
une formule analogue à celle de Savary pour le mouvement plan : Soient r et 6 
les coordonnées polaires sphériques d'un point m , en prenant pour origine le pôle 
instantané de rotation x et en comptant les angles 6 à partir du grand cercle 
tangent aux deux courbes sphériques c et d qui pendant le mouvement roulent 
l'une sur l'autre sans glisser ; soient B et B' les rayons de courbure sphériques 
des courbes c et d au point x et p le rayon de courbure de la trajectoire du point 
m , on sait que l'on a : 

1 + l - 1 ( \ I l \ 

tang (p — r) tang r sin \tang B tang B'/ 

Cette formule permettra donc aussi de déterminer l'axe de courbure K de la 
surface engendrée par une droite M de l'espace, lorsque le mouvement est défini 
au moyen des surfaces réglées c et d qui en virant l'une sur l'autre produisent 
le mouvement du corps solide. En effet, soit X la génératrice de contact de 
c et d, T le pôle de la tangente commune à c et d ; la normale a la surface réglée 
décrite par M a pour pôle une droite N qui rencontre M et X à angle droit et si 
l'on désigne par S et S' les axes de courbure de c et d relatifs à la génératrice 
X, on aura : 

r = (MX), 6 = (ÏÏT), B=(XS), B' = (W) 
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et la formule donnée plus haut fournira la valeur de p, c'est-à-dire du codistangle 
(MK) qui porté sur la normale Nh partir de indéterminé la position de l'axe de 
courbure K.* 

Pour faire l'étude analytique du mouvement d'un système invariable libre, 
on considère un trièdre trirectangle X, Y, Z, fixe dans le système et un trièdre 
trirectangle X', Y, Z', fixe dans l'espace (Fig. 11). On peut définir la position du 



"*-m 







~Ji 



x 1 



V 



Fia. 11. 



trièdre mobile par rapport au trièdre fixe au moyen de trois codistangles, qui sont 
dans l'espace réglé ce que les angles d'Buler sont sur la sphère : soit en effet N 
la perpendiculaire commune aux axes Z et Z', a et b les pieds de cette perpen- 
diculaire sur Z 1 et sur Z; si l'on pose: o'a =4'i, a&=0 1 , bo=-ty x ; angle 
{NX') = 4*2, angle {ZZ') = B 2 , angle (NX) =■ <p 2 , les trois codistangles : 

_ 4i + H z B _ Oi + IO* . _ fo + Ify 
"y j > v j » <p j i 

détermineront complètement la position du trièdre o par rapport au trièdre o', car 
on peut amener OX'Y'Z' en coïncidence avec OXYZ au moyen de trois torsions 
4', 0, $, ayant respectivement pour pôles les droites Z', N et Z. 

La torsion instantanée du système invariable en mouvement peut se décom- 
poser à chaque instant en trois torsions : 

n -. Pi+Jp% „ — gi + k* „— *! + &% 

ayant respectivement pour pôles les droites X, Y, Z; si donc on connaît la tor- 



* Voir, pour la construction géométrique de cet axe de courbure, vol. XVIII, p. 321. 
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sion instantanée^, q, r, en fonction du temps (complexe), la position du système 
invariable sera déterminée en fonction du temps par les équations usuelles du 
mouvement sur une sphère : 

p — sm $ sm 6 -^ + cos $ -^ , 

ç = cos <?> sm -^- — sm $ -^- , (15) 

cos0#+ &. 

Ces équations définissent un mouvement à deux degrés de liberté, puisque le 
temps £ est de la forme -^t — ? . 

Si l'on se donne les trois torsions instantanées p , q, r en fonction d'un temps 
simple t % , le mouvement du corps n'aura plus qu'un seul degré de liberté, mais 
l'on peut toujours se servir des équations précédentes en considérant le mouve- 
ment à deux degrés de liberté dont fait partie le mouvement donné. Ainsi si 
l'on pose : 

^1 = ^2), q 1 =(i(t z ), r^y^), 



on peut supposer que le temps ordinaire t 2 fait partie d'un temps complexe 

t = 1 z , et l'on aura : 

p = p(t), q — a{t), r = r(t), 
à condition que : 

*(t 2 ) = t lf >'(t 2 ), (i(t s ) = t 1 a'(t 2 ), v(t z ) = t 1 r'(t i ), 
c'est-à-dire : 

dp 2 dq s dr % 

Pi ~ qi ~ n 

Lorsque ces deux conditions sont remplies, on dit que le mouvement est ana- 
lytique : on a vu en effet qu'il faut une condition pour que la trajectoire d'une 
droite soit une surface réglée analytique ; or si deux droites décrivent chacune 
une surface analytique, il en est de même de toute autre droite, parce que deux 
droites déterminent complètement la position d'un corps solide. 

On posera donc: p = p(l), q= a (t), r= t(t) , dans les équations (15) et 
en intégrant celles-ci on obtiendra *k, 6, ty en fonction de t; mais comme on a en 
49 
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outre entre t x et t % la relation : % (t z ) = t x p' (t z ) (ou l'une des deux autres relations 
équivalentes), les trois codistangles 4s d, ty ne dépendent plus que du temps t % ; 
on connaît ainsi la position du corps pour chaque valeur de t 2 . 

Enfin, pour avoir la distribution des vitesses dans le corps en mouvement, on 
définira la position d'une droite quelconque du corps par ses coordonnées tripo- 
laires a, fi, y relatives aux axes X, Y, Z; les composantes de la vitesse de cette 
droite suivant ces axes seront alors données par les formules complexes : 

V x = q cos y — r cos (3 , 
V y = r cos a — p cos y , 
V e = p cos (3 — q cos a . 

Ces exemples sont suffisants pour indiquer les principales applications du calcul 
réglé à la statique et à la cinématique ; dans un prochain article nous traiterons 
de la dynamique des corps solides sous le même point de vue. 



